1.7 Indépendance linéaire

Définition 17 (famille linéairement( in-)dépendante).
Une famille de vecteurs (7, ..., v,) de R" est linéairement indépendante
ou libre si 'unique solution de

210 + -+ a0, =0 € R”

est le vecteur nul 0 € RP. Sinon on dit que la famille est linéairement

dépendante ou lice.
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Cas particuliers

1) (¥) € R" est une famille linéairement indépendante si et seulement si

v =0

'S L
n’admet que la solution triviale z = 0. Ceci est équivalent & VU # O

( scaon c€ - ol b orne EnJ:r\LLe.' de o0of. uwon
Lioialepy pows < € IIZ.*)
2) Toute famille contenant le vecteur nul est liée.
En e"Pc[: , St (Va o, Vp) eal arne ?ouu:l(c aec

5 pocs Jgd_cp , alas o

/

-7 -t -)
9(4&/::-... FX VL . 4 .‘Lp Vo =0

Jd

V. =
J
peet prendre > = ( \ e’

3) (01,03) € R™ est linéairement dépendante si et seulement si

107 + 2905 = 0 (4)

admet une solution non triviale.
Suppesons que  Fa#F 0. ACois

R

4

- -
042 -_E‘Uz
X

)

d.onc Vi el \f; oont ,Loporb'.onne&, donc
< onbk fo wiwe directeon.

Définition 18 (vecteurs colinéaires).

Soient v, v, € R™ Ils sont dits colinéaires s’il existe u € R tel que
U] = U3,

On a le résultat suivant : (V':',l V:l ) eat Con. de"o.

& V. ek, aoat coliacocres.

48



Etude de la dépendance linéaire d’une famille de vec-
teurs

Méthode 1
Soit (¥4, ..., 0,) de R" une famille de vecteurs. On peut I’écrire sous la
forme d'une matrice A de taille n x p
P co€onanen
A: \V" oo e VP) '\ l‘—é’\m

Alors la famille est linéairement indépendante si et seulement si AZ = 0 /
admet uniquement la solution triviale.
Pow ebudiv o ceot Lo can, on ecbe Loane 0o moalice
C)c on Nscud_c a':C v o dAden UOJ:o.'o@u.\ Lb)&\h r
/ S: owe |, Lo faw;eu eok Cin. de'p- (Lice l,)
\ S: nea, Lo o« eob v cadep. (Ocbye ()
Théoréme 7. Les colonnes d’une matrice sont linéairement indépen-

dantes si et seulement si Uéquation AT = 0 n'admet que la solution
triviale.

- m
Preuve A- (d.-:. Q.—:q) avec Q€M
Qo (fo..u. [d:,l... ,o."';.) awt &a. adep

m ]
) RO b +Xgdp=0 € Woduet aue

Qoo 020 . Li:anole

™ 5 e wadwet que
&> (& .. Q“k;’ .0 -

—~r~— xXn

Qe 000, lerviale
&) Ax < R Q—ﬁLw w odwel que Lo 0of.
Laeoele .
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( (25)' \%), (-LE)) e,o£-4_(’Le, L;.‘OJQ Ou.-QLe'c: Z

Exemple
o4 ¢ 0 ® 2 -4 o
K" 2 -4 o) ~ ~ Ko @ 4 |o
S 8 o o 0 o 43 o

@ o o 3 pevots, et auncmae variable Libe. />\ .
o Lo fam.c‘-lle eot Libre J -

Méthode 2 « ObS&_da.‘E&m v

Bemle (1), (4) (2)

W
wwfiadonlen o
0) = 0o won Ty

A ea(A)eo (2): (o 4]

o Lo Jawclle (1) (1] [4]) et @a.ep.

Théoréme 8. Une famille de vecteurs (Ui, ..., 0,) de R" avec p > 2 est
linéairement dépendante si et seulement si au moins ['un des vecteurs
peut s’écrire comme combinaison linéaire des vecteurs restants.

Preuve (U,\ o VP) e:'n- d.ecp
= 9(4‘7:. 4 .- 4—:1,,17.', -0 o wne eof. neon h:o:o.ee_
&) e exiole A ¢cep aues D:#FED et
-
04\/:‘.4' ..+ 0 \7::-(- e F prVp =0 ["r)
- nete e-'t
= cl ceole el tp QW
= > - - .
- - - enm PV
Ve = % : k" OaVa = ..o = 0, Ve, D«'.MVC,M Pp ‘,>
[ ) . - e
&) el exiokte dLc<p tel que U ocoit

~) = -0

- - -
comb. Lfa de 5 Vo, Vs, Vipa Ve -



Exemple (‘,n'cg'd.e.n(-,) (1) ,(_4)' (o) 0ide
(4] =atd)e0(2) ¥
e (e (3) @

()t ()t ()

S

Théoréme 9. Toute famille (vy,...,v,) de R" est linéairement dépen-
dante st p > n.
P clonnen
Trewoe (cdee): A:. K\;:, VP) n b:(sf\m
n XP
de Lignen,

Lo wobice A o plun de Colonnen 4GS
elle b rcd:emsue_eu}& e dog forme 1.

On e(CQLf.,Q.OAAQ, e,l:, on. e'LdeLig ,Qc u_b.re dlLe 'o:.oo{:& (enle OC{:IA)

OECUo(:: caPackede pol.

n [;,Ucob: 4 fwuol por .,Q;Lsne, D e o G ‘Porce'.u_en# 20 VOO, filo)e
cos oux MdnS A edleane wial po, Ao P:uerl_
0« wots < n: C o h-# cvoty liognes de z2eced
P € v f 9
W

>0

= o g Q @ wornd wa vos. QL‘-’"JC.

51



Bases de R”

Définition 19 (base de R").
Une famille de vecteurs (4,...,0,) de R" est une base de R" si

1) span 501, Upy e RT W
2) Lo ‘Paml?}.e_ (7, . U_,;) ent Un. Cadipendaate .

Remarques

(%)
1) On dit aussi que la famille (¢7,...,7,) de R" engendre R", ou que
(U1,...,7,) est un systéme de générateurs de R".

2) Lien entre p et n :

c On o fucément pin cos Lo fonillc est €. Zndep.

(£e.9)
« St pP<h o« Pocs Lo “fo:uu,e eclelonace de
A-W,..vp) el dubype D
nx(@.”(g@) mm;euxm@PFCO&s,de
I L'y a pan wa pevol pae Ligae
“;v_\ el par Le L. s . 0p@a GV, ,,../\Trj# ﬂ?_o,

A Gtle coadw teon %(&L [JeX) Sulq.g:w{.e ,
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2
Exemple : Base canonique de R? (Q‘f,'| 8’2) eok wae base Ao 2
y ! €:= [g) ’ é;= (:)
. -Vl?,eﬂ?.‘z auec (l:1),0qoL

€4 //-’ bb(+bz4't@

€ 2 Sysh e gea.
¢ 94 (f,)+-‘fz[:)‘(2) < (::)z(:)
fam:Qe Libse.

(&3, 65 ) eak Qite bowe caaoncyue cas Lon cOeﬂ?. (ﬁ‘.o;Q,o»
Comb. .Q[.n, (A Cd)(ftl.\')m&,enjs Qoo % COMpoéoLr){ao deo b .

- 4
- A - 4 -
o o Qankren booen: Caa , 222 ) ~U~4=(4)r Lo (.2>

-~ ) b
YbelR (4 4 bd)(v_m A O 2batbo
A4 "2 bz : (0 A | 2
be- 92
3

Aonc g‘ 2 hq4 bz *:, r bq- 07 4:2
> 3
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Towbe Pomille do 2ceck. Lia. indiep Porace

Remarque
ae bane da ‘P,z.
XN 0. (5) - 56428
N " = 4
A vete o
\ — —
L INENAN X = Gl Auy
A 1A INEN -
/| uy A\ZN
/| \
\
/
/1 N
n - -
(Bw)e ez aonl e de N2 (Q,’,‘_'/Qn) e c
— 0
e; < (4 )4— L Cegne
o

eal woae boase oo m’

, Q(,,e_ea’ ba e c;mcar\:?ue.
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